
Amaglar 

Bit iliuteyi cahstiktan sonra, 

fonksiyon kavramini ogrenecek, 

birfonksiyon in unu ogrenecek, 

lusturabilecek, 
<!§> fonksiyon I a nu lemel Ozelllkleriui ogrenecek, bunlari grafik ciziminde 

kullanabilecek, 

fonksiyonlar ilzerindt 

bir fonksiyonun tersini bula 
<2E> fonksiyonlann simflandirmasint ogreneceksiniz. 



ifindekiler 

• Fonksiyon Kavrami 

• Bir Fonksiyonun Tanim ve Goriintil Kumelerinin Balanusu 

• Matemc, 

• Fonksiyonlann O. 

• Fonksiy< 

• Bileske Fonksiyon 

• Ters Foi 

• Fonksiyon Tiirleri 

• fonksiyon tanimi iyi ogrenilmeli, 

• matemetiksel model olu§turmak icin caba sarf edilmeli, 

• fonsiyonlartn ozellikleri ogrenilerek grafik qizimlerinde nasil kullaml- 

digi iizerinde durulmah, 

• fonksiyonlarla islem yapabilmek igin verilen ahstirmalar qdziilmelidir. 



Giris 

Birfirma ilrelligi her bir iirunii a TL. den satiyor. Her bir iirun igin b TL. lik ham- 
madde gideri ve c TL. lik isgi iicreti ud<. iderleri d TL. 

dir. x satilan iirun sayismi gostermek iizere yi -iyonunu x cinsinden 

bulunuz. 

Fen ve miik 'ar ekonomi alamnda da birgok prob- 

leme gozum aranirken matematigin yol goste, nihr. Bunun 

min matematiksel modelinin kurulmasi denir. Bir problemin matematiksel 
coziimii icin once onun mate gerekir. Matematiksel 

modelin kuri everiler arasindaki iliskiyi diizenleyen bir bagin- 

tinin olusturulmasi n matematik- 

sel modeli ve bu modelin kurulu§u, coziimii cebirsel, nilmerik ya dageometrik 
yollardcin !<■■ 

Imesidir.Nu- 
merikyol, i. , ik sonuglann cikanlmasidir. Geomet- 

rikyol ise, problemin veya gozumiinun bir sema, bir gizim veya bir grafik yardi- 
miyla gosterii iman biri, kimi zamanda bir- 

kagi birlikte kullanilabilir. Uygitn v nnsegimi, matematik 

bilgisi ve problem gozme becerisine ba sunu da unutmamak gerekir; 

giinliik yasamm cesit nn matematiksel go- 

ziimleri teorik sonuglardir. Her zaman gergek sonuglar olmayabilir. 

Ancak probh niksel modeli iyi kurulmussa, modelin gozilmii gergek 

gozilm olmasa da onun iyi bir yakla 

nram iyikav- 
ranilmadan matema -<">z edilemez. 

Bu iinitedefonksiyon kavi 'air. Ayrica 

fonksiyonlann graj n soz edilecek ve bazi temel 



FONKSIYON KAVRAMI 

Fonksiyonun ne oldugunu anlayacaksimz. 

Fonksiyonu, bir girdiye bir ve yalmz bir cikti veren girdi-^ikti makinesi olarak 
da dustinebiliriz. 
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Bunu bir ornekle aciklayahm. Bugiin bircok hesap makinesinde — , a* , logx, y x 
gibi tu§lar vardir. Bir sayi yazip bu tuskrdan birine, 

ornegin; JL e basihrsa ekranda, verilen sayismm carpimsal tersi gorultir. He- 
sap makinesinin 1_ tusu (0 haric) her bir sayiyi, carpimsal tersine ta§idigrndan 
bir fonksiyon tammlar. Benzer sekilde bir sayi yazip x 2 tusuna basihrsa ekranda, 
verilen sayinin karesi goriilecektir. Boylece x 2 tusu da baska bir fonksiyon tamm- 
layacaktir. Bu nedenle bu tuglara fonksiyon tuslan denir. Ancak bu tuglardan y" 
tusu digerlerinden farkhdir. Bir sayi yazip y^ e basarsaniz sonuc alamazsimz. Fa- 
kat once 2 ye, sonra y x e, daha sonra 3 e basar yani iki girdi verirseniz e§ite ba- 
sildigmda ekranda 8 belirecektir. Bu durumda iki degigkenli bir fonksiyon orta- 
ya cikacaktir. 

y = fix) = x 3 - x denklemini goz oniine alalim. Bir x degeri girdi olarak ali- 
nirsa buna bir tek y ciktisi kar§i gelecektir. 

Gercekten; 




ile gosterirsek, bu makine once x git nii aliyor, x i bundan cikanyor 

ve bunu y ciktisi olarak veriyor diyebiliriz. 
Ornegin; 

x = girdi y = cikti 

x=\ j = /(1) = 13-1 = 

x=2 y = f(2) = 23-2 = 6 

x=3 J = /(3) = 3 3 -3 = 24 

olur. "x m kubunii al x i bundan gikar" komutunu gerceklestiren bu makine- 

de y = x> - x denklemi makinenin yapacagi i§i tammlayan bir matematiksel ku- 

ral vermektedir. Bu kural bir x girdisine bir ve yalmz bir y ciktisi kar§ihk 

getirmektedir. 

Her bir x girdisine, bir ve yalmz bir y ciktisi karsi getiren bir y = fix) ma- 
tematiksel kuralma fonksiyon denir. 

Fonksiyonu veren y = f(x) kuralinda x degistikce, y de buna bagh olarak 
degisecektir. Bu nedenle x e bagimsiz degi§ken, y ye de x e bagli ya da kisa- 
ca bagimli degi§ken denir. 

y = fix) denklemini anlamli yapan turn x girdilerinin kiimesine / fonksi- 
yonunun tanim kiimesi, tiim y lerin kiimesine de / fonksiyonunun goriintii 
kiimesi denir. Bu kiimeler sirasiyla Dj- ve Rj- ile gosterilirler. D* ve Rj-, sira- 
siyla X ve Y gibi iki kiimenin alt kumeleri ise f yi simgesel olarak 
/: D f CX-^ Y 
biciminde gosteririz. 
• Fonksiyon y = fix) kuraliyla verilmisse Dr= I x 6 X I y = f ix) } ve 
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xs D, 



Genel olarak, Dr 
alinacaktir. 



icin y = fix) I olur. 
Rr , ]R gercel sayilar kiimesinin bir 



t ktimesi olai 




Bir Fonksiyonun Tanim ve Goriintu Kiimesinin Bulunu§u 

fc ^ Bir fonksiyon verildiginde tanitn ve goriintii kumesini 
bulabileceksiniz. 

Bazi durumlarda fonksiyonu tanimlayan ki§i tanim ve goriintu kiimelerini kendi- 
si verebilir. Bu durumda yapacak bir sey yoktur. Qogu zaman / fonksiyonu 
y = fix) egitligi ile verilir. O zaman eshligi anlamh yapan x lerin kiimesi D f yi 
ve en az bir x icin y = fix) esMigini saglayan y lerin kiimesi de R f yi olu§- 
turacaktir. 

/ bir problemde sozel olarak ifade edilmi§se once / nin kurali bulunur, da- 
ha sonra / nin tanim ve deger kumeleri probleme gore belirlenir. 

Verilen fonksiyonlartn tanim ve goriintii kiimelerini bulunuz. 

a) fix) = ix^l b) /(*)-^i3_ c) f(x) = ^2 



V /M = - 



x 2 + 1 



- 1 



Verilen biitiin fonksiyonlar y = fix) biciminde verildiginden tanim kiimesi icin 
y = fix) i saglayan x leri, goriintii kumesi icin de aym esMigi anlamh yapan y le- 
ri aragtiracagiz. 

a) Negatif sayilann karekoklerinin olmadigini biliyoruz. y = ix- 1 e§itliginde 
x - 1 < olamaz, olursa egitlik anlamsiz olur. Bu nedenle 
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olur. §imdi de goriintii kumesini bulahm. ix- 1 oniine eksi isareti gelmedik- 
ce negatif olamaz. x > 1 icin y = ix- 1 > olur ki bu 
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— = oo ve sonsuzun bir gercel sayi olmadigini biliyoruz. 

Bu eshlikte paydayi yapan x ler icin egitlik anlamsiz olacagindan 

e R I x 2 - 7x ± } 
e R I x ix - 7) * } 

eRI^O ve x *■ 7 1 



= R \ 10, 71 = C-oo, 0) u (0, 7) i. 
r. Goriintu kumesi kolayca bulunar 
._ x-2 



fonksiyonunun tani 
X+ 2 
riilebilir. §imdi bu esMigi anlamh yapan y lerin kumesini bulal: 

e§itliginden x i cekersek 



R \ { -2 1 oldugu kolayca go- 



Cogu zaman goriintii kumesini 
analitik yoldan elde etmek kolay 

icak grafigi gizilerek 
kolayca belirlenebilir. 
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xy + 2y = x- 2 
xy - x = -2y - 2 
x(y- l)-2(y+ 1) 
_ 2 (1 + y) 



olur. j;#l icin x = 



Bir f:Df c R -> R 
fonksiyonunun grafigi genellikle 
duzlemde bir egridir. 



Rf 



\-y 
- { y e R I y * 1 } 



esitligi anlamli olacagrndan 
= R\ !11 



olur. 



d) Her x e R if in x 2 + 1 ^ oldugundan )> = her x e R icin anlam- 

hdir. Df = R olur. Diger taraftan Vx e R icin x 2 + 1 > 1 > oldugundan 

0<J =^_<1 olur. R f = (0, 1] dir. 

a? + 1 

e) x = 1 icin 

/•(I) = ! - l = olur ve - belirsiz oldugundan, x = 1 de y = x " 1 , ta- 

1 - 1 " x- 1 

nimsizdir. Yani x ^ 1 olan turn x ler esitligi anlamli yapar. D f = ]R \ { 1 } dir. 



/(x) i tekrar yazarsak 



1 icin 
/( x ) = gl - J- = ^ x/ ^_ jj = x+ 1 dir. Boylece x # 1 icin / (x) = x + 1 

x- 1 Jf<[ 

olur. y = /( 1 ) = 1 + 1 = 2 oldugundan 1 e karsi gelen y = 2 yi R 'den cika- 
nrsak deger kumesini buluruz. ^ = R \ (21 dir. 



Gunliik hayatimizda bir degigkenin diger bir degigkene bagli olarak d 
durumlarla sik sik karsilasmz. Ornegin; taksi iicreti, kat edilen km ye bagli olarak, 
alim satim vergisi alman ya da satilan malm fiyatma bagli olarak, dairenin alani 
yancap uzunluguna bagli olarak, vs. ... degisir. 

Genel olarak bir y degiskeninin bir x degiskenine bagli olarak degistigi her 
durum, kurali y = f (x) olan bir fonksiyon tammlar. Boylece fonksiyonlar ya bir 
tablo ile veya grafik ile ya da y =f(x) denklemi ile verilebilir. Biz daha cok 
son durum ile ilgilenecegiz. 

Bir fonksiyonun grafigi y = /(x) es an (x , y) ikililerinin kiime- 

si olarak tammlamr. 



Bir fonksiyonun grafigini qizebileceksiniz. 



A* 



— fonksiyonunun grafigini giziniz. 



1I1N!#1 



Her x e ]R icin x 2 + 2 5 s olur ve ZX = ]R dir. Her ieR icin 

< y( x ) = 3 < 3 oldugundan ^ = (0, 3/2] dlir. /(- x) = fix) oldugundan 

2 + x 2 2 
grafik j - eksenine gore simetriktir. Grafigi [0, + °°) araligmdaki degerler icin 

cizelim. 
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olur. 

§imdi dogal olarak §u soru akla gelir: Diizlemdeki her egri bir fonksiyonun 

grafigi midir? Bu sorunun yaniti olumsuzdur. Diizlemdeki bir egrinin, bir fonk- 
siyonun grafigi olup olmadigi §6yle belirlenir: f nin tamm kiimesindeki her nok- 
tadan y-eksenine paralel cizilen her dogru, verilen egriyi en fazla bir noktada ke- 
siyorsa bu egri bir fonksiyonun grafigidir. y-eksenine paralel cizilen bu dogrular- 
dan en az biri grafigi iki ya da daha fazla noktada kesiyorsa, bu egri bir y=f (x) 
fonksiyonunun grafigi olamaz. 
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y-eksenine paralel qizilen her dogru y-eksenine paralel qizilen dogrular- 

grafigi en fazla bir noktada keser. dan bazilari grafigi bir ya da iki 

Egri bir y = f O) fonksiyonunun noktada keser. Egri bir y = f (x) 

grafigidir. fonksiyonunun grafigi degildir. 



Matematiksel Model Olu§turma 

Matematiksel model olusturabileceksiniz. 



§imdi verilen bir problei 



matematiksel modelini cikarma i§lemi iizerinde 



Kenar uzunlugu 10 cm olan karenin dbrt kosesinden x cm lik kareler 
cikarilarak olu§turulan §eklin alanini y He gosterelim. 

a) y yi x in bir fonksiyonu olarak yaziniz. 

b) Olu§turulan y = fix) fonksiyonunun tanim ve goruntii kiimelerini 
bulunuz. 
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y = ffi-"l = mn - ir 2 nlur 




































b) Probleme 
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Fonksiyon Kavr 



1T1 



Birfirma A malini iiretmek istiyor. Firmanin piyasa aristirma bolumunce 
yaptlan ara§tirmalar sonucu, q d = talep, F=fiyat olmak uzere, talep ilefi- 
yat arasinda 

q d = 500 000 - 50 F 
formiilii cikarihyor. Gelir fonksiyonunu talep cinsinden ifade ediniz. 



R = Gelir dersek, R = Fiyat x Talep = F. q d olur. 
q d = 500 000 - 50 F verilmisti, buradan .Fcekilirse, 

50 50 

bulunur. Boylece 

/?fe) = ^.(ioooo-&) 

2 

= 10 OOOa,-^- 
d 50 

bulunur. Burada fiyat ve talep negatif olamayacagmdan q d > ve 10 000 - ^ > 
yani < q d < 500 000 olur. Sonuc olarak 

R: [0, 500 000] -> [0, oo) ; R= 10 000 q d -±- q* dir. 



Birfirma iirettigi her bir urunii biryil boyunca a TL. den satiyor. Her bir 
iiriin iqin bir yd boyunca b TL. lik hammadde gideri ve c TL. lik i§ci iicre- 
ti odeniyor. Firmanin yittik sabit giderleri d TL. dir. x satilan iiriin sayisi- 
ni gdstermek iizere yittik kdr fonksiyonunu x cinsinden bulunuz. 
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HEmn 



Boyutlan 30 ve 20 olan dikdortgen bicimli bir kartonun dort ko§esinden ka- 
istii acik bir kutu olu eniyor. Bu kutunun hacmini 

veren bir fonksiyon bulunuz. 



Yandaki dik iicgende fix) "BC kenanmn uzunlugu" ise 
fix) i x cinsinden ifade ediniz. 





Verilen fonksiyonlai 
a)/(x 



d)f{x 



Yandaki karede 

a) fix) "karenin cevresi"; 

b) fix) "karenin kosegeni" 

c) f (x) "karenin alam" ise / (x) I 




klimelerini bulunuz. 

c) fix) = 



FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI 



Fonksiyonlarin tetnel ozelliklerini ogrenecek, bunlart grafik qi- 
zimlerinde kullanabiliceksiniz. 



Bu kesimde verilen fonksiyonlarin temel ozellikleri tanimlamp orneklerle 

aciklanacaktir. 

A, B c R olmak tizere, f:A—¥B, y = fix) fonksiyonu verilsin. 

(i) Her x 1( x 2 e A if in 

Xj ^ x 2 =>/(jc a ) ^fix 2 ) veya denk olarak/(xj) = fix 2 ) ise x : = x 2 

oluyorsa f ye bire-bir (1-1) fonksiyon denir. 
GO Her j e B icin y = fix) olacak sekilde en az bir x e A varsa /ye c 

siyon denir. Bu durumda/GO = { fid) I a e A } = B olur. 

/GO c £ ise f ye icine fonksiyon denir. 

Her x : , x 2 e ^4 ve x a < x 2 icin /G*i) <fix 2 ) ifix^ <fix : 
oluyorsa/ ye azalmayan (artan) fonksiyon denir. 

• x 1 < x 2 icin fix 2 ) </(xj) C/(x 2 ) <fix 1 ) ) 
oluyorsa f ye artmayan (azalan) fonksiyon denir. 

• Bu kosullardan birini gercekleyen bir fonksiyona monoton fonksiyon 

Her x e A icin -x e Ave 

• fi-x) = fix) oluyorsa J 'ye cift fonksiyon denir. 

• /(-x) = -fix) oluyorsa/ ye tek fonksiyon denir. 
Bir T> sayisi ve her x e A icin x + fe A ve /(x + 70 = /GO 
oluyorsa /ye periyodik fonksiyon denir. T ye de bir periyot denir. 

> B, y = fix) fonksiyonu verilsin. 



(iii) 
(iv) 



l fonk- 



v 2 n 



(vi) 



/: 






gift, tek 



■ iron un 1-1, orten, i 

••■;•- 

A, B c R ve 

• Her y € B noktasuulaii x- ekseh' i n fonhsiyo- 
nun grafigini en fazla bir noktada ire-bir dir. 

• Her y £ B noktasuulaii x eksetiine pan ilen bir dogru fonksi- 
yonun grafiginien az bir noktada ke : yon orten dir. 

• x- ekseni ilzerinde A nin en soli in dan baslayarak saga dogru hareket edildi- 

gi daima yukart dogru (a§agi dogru) bare 
yorsa fonksiyon artan (azalan) dir. Bir a§agi bir yukart hareket ediyorsa 
grafik ne artan ne de azalandir. 



• Fonksiyonun grafigiy- eksenine (orijine) gore simetrik isefonksiyon cift 
(tek) ' tir. 

• Fonksiyonun grafigibelli arahklar boyunca aynen tekrarlaniyorsafonk- 
siyon periyodik dir. 

Verilen fonksiyonlarin tanimh olduhlari arahkta bire-bir, drten, artan, 
azalan, tek ve/veya gift olup olmadiklartni ara§tiriniz. 

a) y = 2x - 1 b) y=^-2 



Miiiumi 



a) y = 2x - 1 dogrusunun grafigini hemen ^izebili 




§ekilde goriildugii gibi x- eksenine paralel cizilen her dogru, y = 2x - 1 dogrusu- 
nu bir ve yalniz bir noktada kesiyor vex- ekseni iizerinde soldan saga hareket 
ettigimizde grafik yukan dogru hareket ettiginden y = 2x - 1 fonksiyonu bire-bir 
orten ve artandir. Grafik y - eksenine ve orijine gore simetrik olmadigindan tek 
veya cift olmaz. 
b) y = — - 2 paraboluniin grafigini cizelim 



n \ /2V2 




Grafikten de \ bi -°° < k < -2 olmak iizere x- eksenine paralel olan 

y = k dogrulannin hicbiri _ x_ _ 9 parabolunii kesmez, fonksiyon ]R den ]R ye 

y 2 
orten degildir. Yine -2 < k < +» olmak iizere y = k dogrulan grafigi her defa- 

sinda iki noktada keserler. Bu fix) = ^— -2 nin bire-bir olmadigini gosterir. 



ikinci sekilde x - ekseni iizerinde soldan saga hareket ettigimizde (-°°, 0) arahgin- 
da grafik asagi dogru hareket eder (azalandir). (0, °°) arahginda ise grafik yukan 
dogru hareket eder Cartandir). O halde ]R nin biitununde grafik once azaliyor son- 
ra artiyor. y = — - 2 fonksiyonu ne artandtr ne de azalandir. 



Son olarak grafik y - eksenine gore ; 
yonu cift fonksiyondur. 



rik oldugundan y = — — 2 fonksi- 



FONKSiYONLARLA YAPILAN CEBJRSEL l§LEMLER 



Fonksiyonlar iizerinde i§lemler ogrenip uygulayabileceksiniz. 



Bu kesimde, verilen iki (ya da daha fazla) fonksiyondan yararlanarak yeni fonk- 
siyonlar tammlamanm degigik yollanndan bahsedecegiz. 
/licR^E, g:icl-»R olmak iizere 
if+g)ix)=fix) + gix) 
(/'- gXx) = fix) - g ix) 
if.g)ix)=fix).gix) 
, /QO 






(X) = 



g(x) 



( g(x)^0) 



olarak tanimlamr. 



R 'den ]R 'ye tanvmlanan fix) = 2x - 3 
verilsin. 

a) f+g b) f-g c) f.g 

fonksiyonlartni olu§turunuz. 



= x 2 + 1 fonksiyonlari 



a) (/+ g) ix) = /(x) + gix) = 2x- 3 + x 2 + 1 = x 2 + 2x - 2 

b) if- g) ix) = fix) - g ix) = 2x - 3 - ix 2 + 1) = -x 2 + 2x - 4 

c) if. g) (x) = /(*) . g ix) = (2x - 3) . (x 2 + 1) = 2x3 - 3X 2 + : 

gix) x 2 + 1 



Will. 



/(x) = ^^ise -[/(*)+/(-*)] = /(* 2 ) oldugunu gosteriniz. 
1-x 2 
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olur. 





























Fonksiyonlarla Ya pi la n Cebirsel islemler 

Bile§ke Fonksiyon 

Daha once bir fonksiyonu bir girdi-cikti makinesi olarak vermistik. £ogu zaman 
bir fonksiyon, bir baska fonksiyonun ciktisim girdi olarak ahr ve kendi ciktismi 
bunu kullanarak oh 

Ornegin; 

y = „( x ) = y 1 _ x 2 fonksiyonunda u = fix) = 1 - x 2 fonksiyonunun ciktisi 
olan 1 - x 2 nin karekokli almmaktadir. Bunu sematik olarak gosterirsek 




olacaktir. 

Bunu daha iyi kavrayabilmek icin fonksiyon tammlamamizin basmdaki hesap 
makinesi ornegine donelim. Bir hesap makinesinin uzerindeki fonksiyon tusjan- 
nm her biri birer fonksiyon olugturuyordu. 






v'x 



a da "karekok alma" fonksi- 



^- tusuna "ters alma fonksiyonu" 
yonu diyebiliriz. Once 9 a sonra — tuguna basarsak ekranda ^7 goriiriiz. Arka- 
smdan direkt olarak Vx tusuna basilirsa ekranda bu defa — yer alacakdir. 



Kisaca once ters alma fonksiyonu, onun sonucuna da karekok fonksiyonunu 
uygularsak 

ters alma i karekok alma 



= 0.3 



elde edilir. 

§imdi iki fonksiyonun bileskesini formal olarak tammlayalim. 

/ve g herhangi iki fonksiyon olsunlar. fix), g nin tamm kiimesi icinde olmak 
iizere, /nin tanim kumesindeki her x icin 

(gof)ix)=g(.Jix)) 

olarak tammlanan gof fonksiyonuna / ile g nin bileske fonksiyonu denir. 



Bu durumda D, 



> gof ={x e D f I fix) e D g ] olacagi aciktir. 




fix) = 2x - 3 »e g (x) = x 2 + 1 fonksiyonlari iginfog ve gof bile§kefonk- 
siyonlarini hesaplayimz. 



UUIAJ 



(/qgXx) = /(g(x)) 
esMiginin sag yam "/ fonksiyonunda a: gordugiinyere .gOxr) i yaz", demek- 
tir. Buradan 

/( g (x) ) = 2 ( g(x) ) - 3 = 2 . (x 2 + 1) - 3 = 2X 2 - 1 
elde edilir. Benzer sekilde 

(gof)ix) = g ( fix) ) = ( /(x) ) 2 + 1 = (2x - 3) 2 + 1 

= 4x 2 - 12x + 9 + 1 = 4x 2 - 12x + 10 
bulunur. 
Bu ornekte oldugu gibi genellikle fog ^ gof dir. 



ifadesini iiq ayri fonksiyonun bile§imi olarak gosteriniz. 



Girdiye x diyelim ve x in girdisini alalim. Once, 1 + x 2 ciktisim hesaplayalim, 
sonra ciktimn carpimsal tersini alalim. Boylece r elde edilir. 



Son olarak cikan sonucun kiip kokiinii alalim. Boylece V 1 h 
elde edilir. Buradan; 



= /(x)=l+x 2 , v = gCu) = l l ve y =h(v) = 'fv aim 



olur. 



fa 




iyo 


ii- 























































































Fonksiyonlarla Ya pi la n Cebirsel l§lem le 



fix) = x 3 + 5x+ 6 , g(x) = 



olmak iizere g ( /(2) ) = ? 



mynwri 
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UllLll. 











































Ters Fonksiyon 

■jSJjH Verilen bir fonksiyonun tersinin var olup olmadigim ara§ttracak 
T ve var olanlartn tersini bulabileceksiniz. 

Bir / fonksiyonu bire-bir ise goruntii kiimesindeki herhangi bir y sayisina / nin 
tanim ktimesinden y = fix) e .an (diger bir deyigle y = fix) denkle- 

minin c ozumii olan) bir tek x kargihk gelir. x , y tarafmdan tek olarak belirlen- 
diginden x, y nin bir fonksiyonudur. Bu durumda 

x=f- l iy) 
yazihr ve f 1 fonksiyonuna f nin ters fonksiyonu denir. 

Genellikle bir fonksiyonun tanim kumesinin degiskeni olarak y yerine x tercih 
edildiginden x = f iy) egitliginde x ile y degistirilip ters fonksiyon tanimi §u ge- 
kilde verilebilir. 

/bire-bir ise f~ x ters fonksiyonu vardir. f 1 ix) in degeri/nin tanim kiimesi 
icinde, fiy) = x esitligini saglayan bir tek y sayisidir. Yani 
y=f 1 ix)^x=fiy) 

dir. 

Ornegin; fix) = fx fonksiyonu [0, +°°) dan, [0, +°°) a bire -birdir. 
Tersi vardir ve bu fonksiyon y = 4x dex ile y yer degistirilip coziilerek 
x = iy~ <=> y = / _1 0d = x 2 biciminde bulunur. y = f l ix) <=> fiy) = x denkli- 

ginden, bu denklemlerden biri digerinin yerine ahnabilir.Boylece bu fonksiyonla- 

nn grafikler kildeki gibi 



r 


a*)=^ 


J 









Fonksiyonla rla Ya pi la n Cebirsel i§lemler 

Bire-bir bir fonksiyonun terside bire-bir olacagindan, 
bu /ye esittir. Gercekten 

olur. y = f' 1 (x), x = fiy) denklemlerinden biri digerii 
den her y e Df x ve her x e Df icin 
/C/" 1 Cj;)) = .y, fi\fix)) = x 



de tersi vardir ve 



1 yerine alinabilecegin 



esjtlikleri elde edilir. 

Kesin artan (ya da azalan) bir f fonksiyon bire-bir oh >oriintii kii- 

ivesiiiden lanim kilmesiiw tanimh bir f A tersi vardir. 

• fnin tersi varst 

• fnin tersi bulunurken iki yol izlenir. 

1. YOL: y = fix) den direkt olarak x cekilir. Qikan x = g(y) if adesinde x yerine 
f' 1 (x), y yerine x yazihr. 

2. YOL: y = fix) ifadesinde x He y iiiu yen degistirilir. yani x = fiy) yazihr ve 
bu egitlikten y gekilir, bulunan y, T 1 (x) i verir. 

alia gizilebilir. 

1. YOL: fnin tersi bulunur ve onun grafigi gizilir. 

2. YOL: ffonksiyonunun grafigi gizilir. Qizilen grafigininy = x dogrusuna go- 
re simetrigi T 1 in grafigi olur. 



mm 



Verilen fonksiyonlartn bire-bir olduklanni saptayiniz, terslerini bulunuz 
ve ciziniz. 

a) fix) = 2x -1 b) fix) = 8x3-1 



a) fix) = 2x - 1 fonksiyonu monoton artan oldugundan tersi vardir. §imdi tt 

ni iki yolla bulalim. 

v+ 1 
1. YOL: y = 2x - 1 den x i cekersek x= bulunur. 

x yerine f 1 ix) ve y yerine x yazilirsa fi (x) = — 

olarak bulunur. 




2. YOL: 




V 


= 2x - 1 de one 


e x ile j nin yerini degi§tirelim. 


























X 


= 2y - 1 elde edilir. Buradan j> yi cekersek 
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rw = ^ 
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ulunur (§ekil (4 






















11 (a)). 




















b) fix) 


= 


8x3 


- 1 daima arta 


l oldugundan tersi vardir. 
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1 x + 1 „t„„ re 


ekil 4.11 (b) 
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1. Verilen fonksiyonlann bire-bir. 
a) /(x) = x3 - x 2 



< 



O /(x) = 



.n ve/veya azalan olup olmadiklanm 
b) /(x) = *±^- 



d) y- 



2. Verilen fonksiyonlar icin bile§ke fonksiyonlanm bulunuz. 

a) /(x) = 3x 2 - 5x , g (x) = 1 - 3x icin 
(i) fog (ii) go/ (iii) /o/ 

b) /(X) = x3-X ; g^^fl^Y 

(i) /bg (ii) go/ 



3. Verilen fonksiyonlar 

a) /(x) = ^^ 
x-2 

C) /(x) = V2x+ 1 



b) /: [1, °°) -* [1, <*0 ; /(X) = (x- l) 2 + 1 

d)/cx)= A /^T 



4. /(x) = x 2 - 3x , g(x> = x+ ~* fonksiyonlan veriliyor. Asagidakileri 
dayiniz. x 

7(5) 



a) /(3)-g(2) b) 



+ g6) 



c) /(?+ 1) d) git) 



: /(x) + fi-x) = 2 fi-x 2 ) oldugunu gosteriniz. 



b) /(x) = x (x + 1) ise /(x + h) - fix) = h(2x + 1 + h) oldugunu 
gosteriniz. 



FONKSIYON TURLERI 

^Kj^H Fonksiyonlari siniflandirabileceksiniz. 

§imdi, orta ogrenim yillannda gormus. oldugunuz belli bash fonksiyon tiirlerini ve 
bunlann grafiklerini verelim. 

I) a n ^ ve a , a x , ... a nA , a n e ]R olmak iizere 

fix) = a + fljX + a 2 x 2 + ... + a n x" 

bicimindeki bir fonksiyona n-inci dereceden bir polinom fonksiyonu 

denir. 
Ozel olarak 

• n = ise fix) = a fonksiyonuna sabit fonksiyon denir. 

• n = 1 ise fix) = ax + b fonksiyonuna dogrusal fonksiyon denir. 
Burada a - 1 , b = ise fix) = x = I ix) ile gosterilir ve birim 
fonksiyon adini alir. 

• n = 2 ise fix) = ax 2 + bx + c fonksiyonuna ikinci derece 
fonksiyon denir. 

• n = 3 ise fix) = ax> + bx 2 + ex + d fonksiyonuna kiibik 
fonksiyon denir. 



B 



Verilen fonksiyonlarin grafiklen 

a) y = 3 b) y = 2x + 1 



w £ iziniz. 



x- eksenine paralel olan y- eksenini 3 noktasinda kesen dogrudur 
((§ekil 4.13 (a)) 




b) y ve x eksenlerini sirasiyla 

x = icin y = 2 . + 1 = 1 => (0, 1) 
_y=0 icin = 2^+1 => x= _I=J_I j 

noktalannda kesen dogrudur (§ekil 4.13 (b) ). 



c) y ve 

x= C 
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e 


y--2 


i sira 


siyla 

CO, -2) 


















y=t 






=> 


X 2 -X- 
Xj = -1 


2 = 


(x-2) 


(x + 1) 


































, x 2 


= 2 




































(-1 , 0) 


, (2 


, 0) 


















nokt 


il 






da kesen 




ri ekse 


li x= - 
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iogrusu olan bir paraboldli 










(§eki 
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(a)). 




























































d) 


y = => X> - X 


= x (x 2 - 1) = x (x - 1) (x + 1) = 








=* x : = -: 


, x 2 = 0, x 3 = 1 


















olmak iizere x-e 


ksenini (-1, 0), (0, 0) ve (1, 0) da kesen 







>.v ■ 



olan bir grafigi vardir, ( §ekil 4.14 (b) ). 

ci ve m - yinci dereceden polinomlar olsunlai 



II) fveg sirasiyla n - yinc 

h(j0 ./W_ fl + *ix +■■■ + *„*" 
g(x) b + frjx + ... + b m x m 

biciminde bir fonksiyona rasyonel fonksiyon denir. 



■sm 



a) fix) -*=-*- b) /(*)- — ^— 

x+2 x 2 + 1 

rasyonel fonksiyonlannin grafiklerini ciziniz. 
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olarak bulunur. Birkac yardimci nokta verirsek grafigi kabaca gizebili 
x=-5 i f in /(-3)= ^1=5 



bulunv 


-4 -oo => y -> 


1 










~* 


. 






olur. 
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b) x e R iken < y < 1 idi. Grafik x - ekseni (y = dogrusu) ile y = 1 
dogrusu arasindadir. 
x — » ± oo iken y — > olacagindan grafik yukandaki gibidir. 



Ill) Par^ali Tanimli Fonksiyon 

Ozel olarak veya zorunlu olarak bazi durumlarda fonksiyon, tek bir e§itlikle degil, 
tanim kumesi parcalara aynhp her bir parcada farkli bir estilikle verilebilir. Bu tiir 
fonksiyonlara par^ali tanimli ya da kisaca par^ali fonksiyon denir. 

Gtinluk yasamimizda parcah tanimli fonksiyonlan cok sayida ornek verebiliriz. 



T C Posta idaresi'nce agirhgi ile 2 kg arasinda degi§en tnektup veya 
kolinin Tiirkiye'den ingiltere'ye gonderilme iicreti asagidaki fonksiyonla 
verilebilir (x gram y Turk Lirasi oltnak iizere). 

200.000 ; < x<20 

300.000 ; 20 < x<50 

400.000 ; 50 < x<100 

y = f(x) = ( 900.000 ; 100 < x<250 

1.700.000 ; 250 < x<500 

3.000.000 ; 500 < x<1000 

\4.700.000 ; 1000 < x<2000 

• Bulundugunuz §ehirdeki taksilerdeki taksimetre tarifesini km 'ye, TL. 
karsihk getiren parcali fonksiyon biciminde yaziniz. 

• Bulundugunuz §ehrin belediyesi tarafindan diizenlenen m 3 'e TL. 
karsihk getiren sufiyatlari icin bir parcali fonksiyon yaziniz. 

I x+ 1 ■ x< 3 
fix) = ( x- 2 ; 3 < x< 4 parcali fonksiyonu icin 



■ ll'NMH 



Willi 



a) /(2) , / 1— , /(6) degerlerini hesaplayiniz 

b) Grafigini ciziniz. 



a) 


x = 


2 < 
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_^ 
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=> / Z = 


1-2 = 3- 
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b) 










f P) = 3 
-2 -\/ 
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/f(6) = -l 


1 2 3 7 5\ 

2 \ 
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^5 ^^^ 





IV) Salt (Mutlak) Deger Fonksiyoni 



Bir x gercel sayisimi 
tanimlandigini biliyorv 



: R -> [0, °o) ; s(x> = 



(mutlak) deger fonksiyonu denir. 



= biciminde tanimh 5 fonksiyonuna salt 



Bu fonksiyonun grafigi x e (-°°, 0) da s (x) = -x ■ x = icin 5 (x) = ; 
x e (0, °°) icin s (x) = x grafikleri cizilerek asagidaki gibi olusturulur. 



-2-1 1 2 x 




Bir parabol ile bir gemberi kesi§tirerek 3. dere- 
ceden bir polinom aermiemin gozumu igin ge- 
ometrik biryontem bulmu§tur. 

Sevgili seninle ben pergel gibiyiz: 
iki ba§imiz var, bir tek bedenimiz. 
Ne kadar donersem doneyim gevrende: 
Ergeg ba§ ba§a verecek degil miyiz? 
0. HAYYAM 

"Birazda gairolmayan bir maiemaimgi, nigbir 
zaman tarn bir matematikgi olamaz. " 

Karl WEIERSTRASS 

v y 



Kendimizi Smayalim g7 



Kendimizi Smayalim 

1. f(x) = ix 1 - x-6 fonksiyonunun en genis tamm 
kiimesi asagidakilerden hangisidir? 

a. [-2, 31 

b. [-3, 2] 

d. (-oo, -3] u [3, +°°) 

e. (-co, -2) u (3, +<*>) 

2. f(x) = yx-3 + yx+l fonksiyonunun en geni§ 
tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir? 

b. (—,3) 

C. (-oo,-l] 

d. [-1, +oo) 

e. [3, +oo) 

ngisine aittir? 



Asagidakilerden hangisi 1-1 fonksiyondur? 





5. Asagida / (jc) fonksiyonunun grafigi verilmistir. Buna 
gore f 1 (_x) asagidakilerden hangisidir? 





1\ 1 




f(x) 


i. x-y=2 




j. y - x = 2 




i. x + y = 2 




i. x + y = - 


I 


i. x-2y = 





6./(3x + 



a. y - 

b. y ■ 



y = fix) asagidakilcrden 



^-r 






e. y - x = 2 






7. Agagida g 


verilen fonksiyonlarda 


1 hangi 


grafigi tersinin grafigi 


ile aynidir. 







Yukanda fix) ve g Car) fonksiyonlarmm grafikleri veril- 
misrir. Buna gore y = igofiix) bileske fonksiyonu asagida- 
kilerden ha: 



e. y= ix- 2) z + 2 



9. fix) = 



dakilerden hangisidir? 

b. R \ { -2, 2 } 

c. R \ { -2, 6 } 

d. R \ { 2 } 

e. R \ { 4 } 

10. xfix) + 2 = x + 3fix) olduguna gore, f l ix) asa- 
gidakilerden hangisidir? 



5x - 2 

3.v - 2 



Biraz Daha DO§Onelim 



fonksiyonu asagidakilerden 


hangisidir? 


a. 


3 fe 




b. 


3-Y^c 




c 


%T 4+3 




d. 


3 + ^ 




e. 


3 f^7 





Yukanda grafikleri verilen / 
(go/) (2) sayisi kaftir? 

a. -4 

b. -2 

c. 

d. 2 



g fonksiyonlan ipn 



Biraz Daha Diisunelim 

Asagidaki fonksiyonlann tamm ! 

a) fix) = fix 1 -A 

b) /(*) = f\x] - 3 



O f(x) = 
d) /(*) = - 



2. Agagidaki /ve g fonksiyonlan ipin/og ve gof'i fonksi- 
yonlanni bulunuz. 



g O) = 3?+ 1 



Asagidaki fonksiyonlai 
bulunuz. 

a) /(*)-*+ 2 

b) /'(2x-3)=^ ± ^ 

ar- 2 

c) /c*)--3f±i- 

d) /(*) = 2x 3 - 1 



